Indefinite Sturm--Liouville problem for some classes of self-similar
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Èíäåèíèòíàÿ çàäà÷à ØòóðìàËèóâèëëÿ äëÿ
íåêîòîðûõ êëàññîâ ñàìîïîäîáíûõ ñèíãóëÿðíûõ âåñîâ
À. À. Âëàäèìèðîâ, È. À. Øåéïàê
Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðîäîëæàåòñÿ èçó÷åíèå âîïðîñà îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðà ãðàíè÷íîé
çàäà÷è
−y′′ − λρy = 0,
y(0) = y(1) = 0,
ãäå ρ åñòü óíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà
◦
W−1
2
[0, 1], èìåþùàÿ ñàìîïîäîáíóþ ïåðâîîáðàçíóþ.
àññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè íåàðèìåòè÷åñêîãî è âûðîæäåííîãî àðèìåòè÷åñêîãî
ñàìîïîäîáèÿ òàêîé ïåðâîîáðàçíîé.
1. Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå áóäåò ïðîäîëæåíî íà÷àòîå â ðàáîòå [3℄ èçó÷åíèå âîïðîñà î
ñïåêòðàëüíûõ àñèìïòîòèêàõ ãðàíè÷íîé çàäà÷è
−y′′ − λρy = 0,(1.1)
y(0) = y(1) = 0,(1.2)
ãäå âåñîâàÿ óíêöèÿ ρ èìååò ñàìîïîäîáíóþ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìóþ ïåðâîîáðàçíóþ.
Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè äâóõ ñëó÷àåâ ñàìîïîäîáèÿ, îñòàâøèõñÿ
íåðàçîáðàííûìè â ïðåäûäóùåé ðàáîòå.
Ïåðâûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ âîçíèêàþùèé ïðè äîïóùåíèè èíäåèíèòíîñòè âåñà ρ
âûðîæäåííûé ñëó÷àé àðèìåòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèÿ, îïèñûâàåìûé íèæå â òåîðåìå 4.1.
Ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã òåîðåìû âîññòàíîâëåíèÿ áóäåò äîêàçàí â ïàðàãðàå 2.
Âòîðûì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé íåàðèìåòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèÿ.
Ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã òåîðåìû âîññòàíîâëåíèÿ áóäåò äîêàçàí â ïàðàãðàå 3.
2. Òåîðåìà âîññòàíîâëåíèÿ â âûðîæäåííîì àðèìåòè÷åñêîì ñëó÷àå
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ïàðàãðàà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü èêñèðîâàíî ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî
τ . Ïóñòü íàáîðû íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {uk}Nk=1 è {vk}Nk=1 òàêîâû, ÷òî
N∑
k=1
(uk + vk) = 1,
N∑
k=1
vk > 0,
àáîòà ïîääåðæàíà ÔÔÈ, ãðàíò 04-01-00712, è îíäîì ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë,
ãðàíò ÍØ-1927.2003.1.
1
2ïðè÷¼ì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íîìåðîâ k, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
uk + vk > 0, ðàâåí 1. Ïóñòü òàêæå
∀k 6 [(N − 1)/2] u2k+1 = 0,
∀k 6 [N/2] v2k = 0,
ãäå ÷åðåç [a] îáîçíà÷àåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a. Íàêîíåö, ïóñòü íåïðåðûâíûå íà R
óíêöèè Xj, ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
∀t ∈ R+ |Xj(t)| 6 Πj e−τt,
∀t ∈ R− Xj(t) = 0.
Çäåñü Πj, ãäå j = 1, 2,  ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ïàðà
íåïðåðûâíûõ íà R óíêöèé Zj, ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì
∀t ∈ R+ Zj(t) = Xj(t) +
N∑
k=1
(uk Zj(t− k) + vk Z3−j(t− k)),
∀t ∈ R− Zj(t) = 0.
Ïðè ýòîì äëÿ óíêöèé Zj, ãäå j = 1, 2, ñïðàâåäëèâû îöåíêè
∀t ∈ R+ |Zj(t)− s(t− j + 1)| 6 (Π1 +Π2) · C(t),
ãäå èñ÷åçàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè óíêöèÿ C íå çàâèñèò îò âûáîðà óíêöèé Xj, à
íåïðåðûâíàÿ 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ óíêöèÿ s èìååò âèä
∀t ∈ R s(t) = 1
J
+∞∑
k=−∞
(X1(t− 2k) +X2(t− 2k − 1)) .
×åðåç J çäåñü îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà
J ⇋
N∑
k=1
k (uk + vk).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2 èç
ðàáîòû [3℄. Ïîýòîìó ìû íå ñòàíåì ïðèâîäèòü åãî ïîäðîáíîãî èçëîæåíèÿ, à óêàæåì ëèøü
íà ëåæàùóþ â åãî îñíîâå ëåììó. Ïðè ýòîì, êàê è â [3℄, ÷åðåç ℓ1,r, ãäå r ∈ R+, ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé θ = {θn}∞n=0, îãðàíè÷åííûõ ïî íîðìå
‖θ‖ℓ1,r ⇋
∞∑
n=0
rn|θn|.
Ëåììà 2.1. Ïóñòü èêñèðîâàíû ïðîèçâîëüíûå r < 1 è R > 1. Ïóñòü íàáîðû
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {uk}Nk=1 è {vk}Nk=1 òàêîâû, ÷òî
N∑
k=1
(uk + vk) = 1,
N∑
k=1
vk > 0,
3ïðè÷¼ì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íîìåðîâ k, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
uk + vk > 0, ðàâåí 1. Ïóñòü òàêæå
∀k 6 [(N − 1)/2] u2k+1 = 0,
∀k 6 [N/2] v2k = 0,
ãäå ÷åðåç [a] îáîçíà÷àåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a. Òîãäà äëÿ ëþáûõ xj ∈ ℓ1,R, ãäå j = 1, 2,
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ïàðà zj ∈ ℓ1,r ðåøåíèé ñèñòåìû
∀n ∈ {0, 1, 2, . . .} zj,n = xj,n +
min(N,n)∑
k=1
(ukzj,n−k + vkz3−j,n−k), j = 1, 2.
Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ zj, ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå
∀n ∈ {0, 1, 2, . . .}
∣∣∣∣zj,n − ω − (−1)
n+jχ
J
∣∣∣∣ 6 (‖x1‖ℓ1,R + ‖x2‖ℓ1,R) · Cn, j = 1, 2,
ãäå áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ck}∞k=0 íå çàâèñèò îò âûáîðà xj, à âåëè÷èíû
ω, χ è J îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè
ω ⇋
1
2
∞∑
k=0
(x1,k + x2,k),
χ⇋
1
2
∞∑
k=0
(−1)k(x1,k − x2,k),
J ⇋
N∑
k=1
k(uk + vk).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü, ñ
íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè, ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.2 ðàáîòû [3℄.
Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ óêàçàíèåì íà îñíîâíîå îòëè÷èå ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ îò
ðàçîáðàííîãî â [3℄, îïóñêàÿ òåõíè÷åñêèå äåòàëè. Ïðè ýòîì, êàê è â [3℄, ÷åðåç Xj, Zj, U è
V ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäÿùèå óíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xj,n}∞n=0, {zj,n}∞n=0,
{un}Nn=1 è {vn}Nn=1.
Â ðàññìàòðèâàåìîì âûðîæäåííîì ñëó÷àå ïðîèçâîäÿùèå óíêöèè Zj , ãäå j = 1, 2,
èìåþò íà ãðàíèöå åäèíè÷íîãî êðóãà íå îäíó îñîáåííîñòü (â òî÷êå w = 1), à äâå (â òî÷êàõ
w = ±1). Ó÷¼ò äîïîëíèòåëüíîé îñîáåííîñòè ëåãêî ïðîâîäèòñÿ, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå,
÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
∀w ∈ C (1− U + V )(w) = (1− U − V )(−w).
Îíî ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü âåëè÷èíû (1−U +V )(w) íà ìíîæèòåëè 1+w è Q(−w), ãäå Q
ìíîãî÷ëåí, óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó
∀w ∈ C (1− U − V )(w) = (1− w) ·Q(w).
Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zj,n}∞n=0 àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì êîýèöèåíòîâ Ìàêëîðåíà óíêöèé
X1(1) +X2(1)
2J(1− w) +
Xj(−1)−X3−j(−1)
2J(1 + w)
.
4Îòñþäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé ëåììû. 
3. Òåîðåìû âîññòàíîâëåíèÿ â íåàðèìåòè÷åñêîì ñëó÷àå
Öåëüþ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {uk}Nk=1 òàêîâ, ÷òî
N∑
k=1
uk = 1.
Ïóñòü òàêæå íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {lk}Nk=1 ëèíåéíî íåçàâèñèì íàä ïîëåì Q.
Íàêîíåö, ïóñòü íåïðåðûâíàÿ íà R óíêöèÿ X óäîâëåòâîðÿåò ïðè t→ ±∞ óñëîâèþ
X(t) = o(t−2).
Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà íåïðåðûâíàÿ íà R óíêöèÿ Z, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèÿì
∀t ∈ R Z(t) = X(t) +
N∑
k=1
uk Z(t− lk),
lim
t→−∞
Z(t) = 0.
Ïðè ýòîì óíêöèÿ Z ïîä÷èíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèþ
lim
t→+∞
Z(t) =
1
J
+∞∫
−∞
X dµ,
ãäå ÷åðåç dµ îáîçíà÷åíà ëèíåéíàÿ ìåðà Ëåáåãà, à ÷åðåç J îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà
J ⇋
N∑
k=1
uk lk.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü íàáîðû íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {uk}Nk=1 è {vk}Nk=1 òàêîâû, ÷òî
∀k ∈ {1, . . . , N} uk + vk > 0,
N∑
k=1
vk > 0,
N∑
k=1
(uk + vk) = 1.(3.1)
Ïóñòü òàêæå íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {lk}Nk=1 ëèíåéíî íåçàâèñèì íàä ïîëåì Q.
Íàêîíåö, ïóñòü íåïðåðûâíûå íà R óíêöèè Xj, ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò ïðè t→ ±∞
óñëîâèÿì
(3.2) Xj(t) = o(t
−2).
5Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ïàðà íåïðåðûâíûõ íà R óíêöèé Zj, ãäå j = 1, 2,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì
∀t ∈ R Zj(t) = Xj(t) +
N∑
k=1
(uk Zj(t− lk) + vk Z3−j(t− lk)),(3.3)
lim
t→−∞
Zj(t) = 0.(3.4)
Ïðè ýòîì óíêöèè Zj ïîä÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿì
(3.5) lim
t→+∞
Zj(t) =
1
2J
+∞∫
−∞
(X1 +X2) dµ,
ãäå ÷åðåç dµ îáîçíà÷åíà ëèíåéíàÿ ìåðà Ëåáåãà, à ÷åðåç J îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà
J ⇋
N∑
k=1
(uk + vk) lk.
Íåïîñðåäñòâåííî íàìè áóäåò ïðîâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Òåîðåìà 3.1
ìîæåò áûòü äîêàçàíà àíàëîãè÷íûì îáðàçîì; êðîìå òîãî, îíà, ïî-ñóùåñòâó, íå íîâà. Â
÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ óíêöèè X óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3.1
óñòàíîâëåíû â ðàáîòå [2℄ (ñì. òàêæå [4, ãë. IX,  9℄).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2 áóäåò îïèðàòüñÿ íà ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Ëåììà 3.1. Ïóñòü íåïðåðûâíûå íà R óíêöèè Xj, ãäå j = 1, 2, íåîòðèöàòåëüíû, è
ïóñòü íåïðåðûâíûå íà R óíêöèè Zj, ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (3.3), (3.4).
Òîãäà óíêöèè Zj òàêæå íåîòðèöàòåëüíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ t ∈ R, m ∈ {1, 2} è ε > 0
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Zm(t) < −ε. Åñëè áû ïðè âñåõ k ∈ {1, . . . , N} è j ∈ {1, 2} áûëè
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà Zj(t− lk) > −ε, òî, â ñèëó ðàâåíñòâà (3.1) è íåîòðèöàòåëüíîñòè
óíêöèéXj, èç óðàâíåíèÿ (3.3) ñëåäîâàëî áû ïðîòèâîðå÷àùåå ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
íåðàâåíñòâî Zm(t) > −ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íåêîòîðûõ k ∈ {1, . . . , N} è j ∈ {1, 2} äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî Zj(t− lk) < −ε. Ïîëîæèòåëüíîñòü âåëè÷èí lk ïðèâîäèò òåïåðü ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ óðàâíåíèåì (3.4). 
Ëåììà 3.2. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî C > 0 ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ
íåïðåðûâíûõ íà R óíêöèé Xj è Zj, ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (3.3), (3.4)
è îöåíêàì
(3.6) ∀t ∈ R |Xj(t)| 6 Π
t2 + 1
,
ãäå Π ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, ñïðàâåäëèâû òàêæå îöåíêè
∀t ∈ R |Zj(t)| 6 C · Π.
Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. àññìîòðèì óíêöèþ η âèäà
∀t ∈ R η(t) =
N∑
k=1
(uk + vk) · (arctg(t)− arctg(t− lk)).
6Ýòà óíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà è èìååò ïðè t → ±∞ àñèìïòîòèêó η ≍ t−2. Åñëè òåïåðü
ïîëîæèòü X˜1 = X˜2 ⇋ η è
∀t ∈ R Z˜1(t) = Z˜2(t)⇋ π
2
+ arctg(t),
òî ïîäñòàíîâêà óíêöèé X˜j è Z˜j â óðàâíåíèÿ (3.3), (3.4) âìåñòî, ñîîòâåòñòâåííî, óíêöèé
Xj è Zj áóäåò äàâàòü âåðíûå ðàâåíñòâà.
Øàã 2. Çàèêñèðóåì ïîñòîÿííóþ C > 0 ñî ñâîéñòâîì
∀t ∈ R C > π
η(t) · (t2 + 1) .
Òîãäà äëÿ óíêöèé Xj, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.6), áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà
∀t ∈ R |Xj(t)| 6 C · Π
π
η(t).
Èç ëåììû 3.1 è ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî øàãà òåïåðü âûòåêàþò íåðàâåíñòâà
∀t ∈ R |Zj(t)| 6 C · Π
π
(π
2
+ arctg(t)
)
,
îçíà÷àþùèå ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû. 
Ëåììà 3.3. Ïóñòü íåïðåðûâíûå íà R óíêöèè Xj, ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò
ïðè t → ±∞ óñëîâèÿì (3.2). Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ïàðà íåïðåðûâíûõ íà
R óíêöèé Zj, ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì (3.3), (3.4).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü èñêîìîé ïàðû ðåøåíèé ëåãêî âûâîäèòñÿ èç
ëåììû 3.1. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ýòîé ïàðû.
Åñëè óíêöèè Xj, ãäå j = 1, 2, òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ ëåâåå íåêîòîðîé òî÷êè t0, òî
ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ Zj íàõîäÿòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì: ëåâåå t0 îíè ïîëàãàþòñÿ
òîæäåñòâåííî ðàâíûìè íóëþ, à ïðàâåå t0 èõ çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (3.3).
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè óíêöèè Xj ïîä÷èíÿþòñÿ àñèìïòîòèêå (3.2), òî íàéäóòñÿ òàêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñ÷åçàþùèõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè −∞ óíêöèé {Xj,n}∞n=1, ÷òî áóäóò
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
(3.7) lim
n→∞
(
sup
t∈R
(
|Xj,n(t)−Xj(t)| · (t2 + 1)
))
= 0.
Èç ëåììû 3.2 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Zj,n}∞n=1 ðåøåíèé çàäà÷
∀t ∈ R Zj,n(t) = Xj,n(t) +
N∑
k=1
(uk Zj,n(t− lk) + vk Z3−j,n(t− lk)),(3.8)
lim
t→−∞
Zj,n(t) = 0(3.9)
ðàâíîìåðíî íà R ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì ðåøåíèÿì Zj çàäà÷è (3.3), (3.4). Òåì ñàìûì, ëåììà
äîêàçàíà. 
Ëåììà 3.4. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ζj, ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó ζ1+ζ2 6= 0, íàéäóòñÿ òàêèå èíèòíûå íåïðåðûâíûå óíêöèè Xj, ãäå j = 1, 2,
7÷òî áóäóò ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
+∞∫
−∞
Xj dµ = ζj,
à ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ Zj çàäà÷è (3.3), (3.4) áóäóò ïîä÷èíÿòüñÿ
àñèìïòîòèêå (3.5).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ óíêöèþ Z1,
òîæäåñòâåííî ðàâíóþ 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè −∞, è òîæäåñòâåííî ðàâíóþ (ζ1+ζ2)/2J
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè +∞. Çàèêñèðóåì òàêæå óíêöèþ Z2 âèäà
∀t ∈ R Z2(t) = Z1(t− τ),
ãäå τ ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ñîïîñòàâëåííûå óíêöèÿì Zj íà îñíîâå óðàâíåíèé (3.3) óíêöèè Xj , î÷åâèäíî,
ÿâëÿþòñÿ èíèòíûìè. Ïðè ýòîì, êàê ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà
+∞∫
−∞
X1 dµ =
ζ1 + ζ2
2
+
τ (ζ1 + ζ2)
2J
N∑
k=1
vk,
+∞∫
−∞
X2 dµ =
ζ1 + ζ2
2
− τ (ζ1 + ζ2)
2J
N∑
k=1
vk.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûáðàòü
τ ⇋
J(ζ1 − ζ2)
(ζ1 + ζ2)
N∑
k=1
vk
,
òî áóäóò âûïîëíåíû âñå óòâåðæäåíèÿ ëåììû. 
Ëåììà 3.5. Ïóñòü èíèòíûå óíêöèè Xj ∈ C20 (R), ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ
(3.10)
+∞∫
−∞
(X1 +X2) dµ = 0.
Òîãäà ðåøåíèÿ Zj óðàâíåíèé (3.3), (3.4) ïîä÷èíÿþòñÿ àñèìïòîòèêå
lim
t→+∞
Zj(t) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Ïîñêîëüêó óíêöèè Xj èíèòíû, èõ óðüå-îáðàçû Xˆj
âèäà
∀t ∈ R Xˆj(t) = 1√
2π
+∞∫
−∞
e−it·Xj dµ
8ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî äèåðåíöèðóåìûìè. Ïðè ýòîì, ââèäó ãëàäêîñòè óíêöèé Xj ,
óðüå-îáðàçû Xˆj è âñå èõ ïðîèçâîäíûå èìåþò â îêðåñòíîñòè òî÷åê ±∞ àñèìïòîòèêó
O(t−2). Êðîìå òîãî, èç ïðåäïîëîæåíèÿ (3.10) âûòåêàåò ðàâåíñòâî Xˆ1(0) + Xˆ2(0) = 0.
Çàèêñèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ óíêöèþ ϕ ∈ C30(R), òîæäåñòâåííî ðàâíóþ 1 â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0, è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óíêöèé {Xˆj,n}∞n=1 âèäà
∀t ∈ R Xˆj,n(t) = ϕ(t/n) · Xˆj(t).
Êàê íåñëîæíî ïîêàçàòü, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xˆj,n}∞n=1 è {Xˆ ′′j,n}∞n=1 ñõîäÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
L1(R) ê óíêöèÿì Xˆj è Xˆ
′′
j , ñîîòâåòñòâåííî. Òåì ñàìûì, äëÿ óðüå-ïðîîáðàçîâ Xj,n
óíêöèé Xˆj,n áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.7).
Øàã 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U è V êâàçèìíîãî÷ëåíû âèäà
∀t ∈ R U(t) =
N∑
k=1
uke
−ilk t,
∀t ∈ R V (t) =
N∑
k=1
vke
−ilk t.
Ââèäó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåëè÷èí {lk}Nk=1 íàä ïîëåì Q, êâàçèìíîãî÷ëåí 1 − U − V
èìååò íà R åäèíñòâåííûé (ïðè÷¼ì ïðîñòîé) íóëü â òî÷êå 0, à êâàçèìíîãî÷ëåí 1 − U + V
íå èìååò íà R íè îäíîãî íóëÿ.
àññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Zˆj,n}∞n=1 èíèòíûõ óíêöèé êëàññà C20(R),
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìàì óðàâíåíèé
(1− U − V )(Zˆ1,n + Zˆ2,n) = Xˆ1,n + Xˆ2,n,
(1− U + V )(Zˆ1,n − Zˆ2,n) = Xˆ1,n − Xˆ2,n.
Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ óíêöèé ãàðàíòèðîâàíî ðàâåíñòâàìè Xˆ1,n(0) + Xˆ2,n(0) = 0 è
õàðàêòåðîì ãëàäêîñòè óíêöèè ϕ. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî óðüå-ïðîîáðàçû Zj,n óíêöèé
Zˆj,n áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì (3.8), (3.9). Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî øàãà è
ëåììû 3.2 (ïðèìåíÿåìîé îòäåëüíî ê âåùåñòâåííûì è ìíèìûì ÷àñòÿì óíêöèé Zj,n è Xj,n)
âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Zj,n}∞n=1 ðàâíîìåðíî íà R ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèÿì
óðàâíåíèé (3.3), (3.4). Îäíàêî ïðè âñåõ j = 1, 2 è n = 1, 2, . . . çàâåäîìî ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà
lim
t→+∞
Zj,n(t) = 0.
Òåì ñàìûì, ëåììà äîêàçàíà. 
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0.
Çàèêñèðóåì òàêæå ÷èñëà ζj , ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì ζ1 + ζ2 6= 0 è∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞
Xj dµ− ζj
∣∣∣∣∣∣ < ε.
Ïîñêîëüêó óíêöèè Xj , ãäå j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò àñèìïòîòèêå (3.2), îíè ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â âèäå
Xj = X
0
j +X
1
j +X
2
j ,
9ãäå:
• óíêöèè X0j ∈ C20 (R) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
+∞∫
−∞
(X01 +X
0
2 ) dµ = 0;
• óíêöèè X1j ñîïîñòàâëåíû âåëè÷èíàì ζj íà îñíîâå ëåììû 3.4;
• óíêöèè X2j ïîä÷èíÿþòñÿ íåðàâåíñòâàì
∀t ∈ R |X2j (t)| 6
ε
t2 + 1
.
Êîìáèíèðóÿ óòâåðæäåíèÿ ëåìì 3.2, 3.4 è 3.5, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî äëÿ óíêöèé Zj
àñèìïòîòè÷åñêè ïðè t→ +∞ ñïðàâåäëèâû îöåíêè∣∣∣∣∣∣Zj −
1
2J
+∞∫
−∞
(X1 +X2) dµ
∣∣∣∣∣∣ 6 ε ·
(
C +
1
J
)
,
ãäå ïîñòîÿííàÿ C îïðåäåëåíà ëåììîé 3.2. Ïîñêîëüêó ε âûáðàíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì,
òî òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà. 
4. Àñèìïòîòèêà ñïåêòðà
Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðíîãî ïó÷êà
Tρ :
◦
W 12[0, 1]→
◦
W−12 [0, 1], îïðåäåëÿåìîãî òîæäåñòâîì
∀y, z ∈
◦
W 12[0, 1] 〈Tρ(λ)y, z〉 =
1∫
0
{
y′z′ + λP · (y′z + yz′)} dµ,
ãäå P îáîáù¼ííàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ âåñîâîé óíêöèè ρ ∈
◦
W−12 [0, 1]. Êàê è â [3℄,
èìåííî òàêîé ïó÷îê ìû ñâÿçûâàåì ñ ãðàíè÷íîé çàäà÷åé (1.1), (1.2). Ïðè îðìóëèðîâêå
äàëüíåéøèõ óòâåðæäåíèé áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ èç [3℄.
Íà îñíîâå òåîðåìû 2.1 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü P ∈ L2[0, 1] àðèìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíàÿ ñ øàãîì ν óíêöèÿ,
èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê D. Ïóñòü ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(1) îáîáù¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ρ ∈
◦
W−12 [0, 1] óíêöèè P îòëè÷íà îò íóëÿ;
(2) äëÿ ëþáîãî íîìåðà k 6 n ñî ñâîéñòâîì dk > 0 îòíîøåíèå
(4.1)
ln (ak |dk|)
ν
ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì;
(3) äëÿ ëþáîãî íîìåðà k 6 n ñî ñâîéñòâîì dk < 0 îòíîøåíèå (4.1) ÿâëÿåòñÿ
íå÷¼òíûì.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ óíêöèÿ s, ÷òî
ïðè λ→ +∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
ind Tρ(λ) = λ
D/2 ·
(
s
(
lnλ
ν
)
+ o(1)
)
,
à ïðè λ→ −∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
indTρ(λ) = |λ|D/2 ·
(
s
(
ln |λ|
ν
− 1
)
+ o(1)
)
.
Àíàëîãè÷íî, íà îñíîâå òåîðåì 3.1 è 3.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü P ∈ L2[0, 1]íåàðèìåòè÷åñêè ñàìîïîäîáíàÿ óíêöèÿ,
èìåþùàÿ ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòðàëüíûé ïîðÿäîê D. Ïóñòü òàêæå ρ ∈
◦
W−12 [0, 1]
îáîáù¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ óíêöèè P . Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå àêòû:
(1) ñóùåñòâóþò òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà s±, ÷òî ïðè λ → ±∞ ñïðàâåäëèâû
àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ
indTρ(λ) = |λ|D/2 · (s± + o(1)) ;
(2) åñëè ïðè íåêîòîðîì k ∈ {1, . . . , n} èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî dk < 0, òî
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî s+ = s−;
(3) åñëè äëÿ íåêîòîðîé óíêöèè y ∈
◦
W−12 [0, 1] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
〈ρ, |y|2〉 > 0, òî ÷èñëî s+ ïîëîæèòåëüíî. Àíàëîãè÷íî, åñëè äëÿ íåêîòîðîé
óíêöèè y ∈
◦
W−12 [0, 1] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 〈ρ, |y|2〉 < 0, òî ÷èñëî s−
ïîëîæèòåëüíî.
Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 4.1 è 4.2 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.2 èç
ðàáîòû [3℄. Ïîýòîìó íà äåòàëÿõ ìû çäåñü íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.
5. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû
Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ äëÿ ïåðâûõ äâåíàäöàòè
ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è ØòóðìàËèóâèëëÿ,
âåñîâîé óíêöèåé â êîòîðîé âûñòóïàåò îáîáù¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ êâàäðàòè÷íî
ñóììèðóåìîé óíêöèè ñ ïàðàìåòðàìè ñàìîïîäîáèÿ
N = 3,
a1 = a2 = a3 = 1/3,
d1 = d3 = −1/2, d2 = 0,
β1 = 0, β2 = β3 = 1/2.
Ýòà çàäà÷à ïîäïàäàåò ïîä äåéñòâèå òåîðåìû 4.1. Îòâå÷àþùàÿ åé óíêöèÿ s èìååò â òî÷êàõ
0 è 1 çíà÷åíèÿ
0, 29 6s(0) 6 0, 36,
0, 60 6s(1) 6 0, 68.
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n λn n/λ
log6 2
n n λn |n|/|λn|log6 2
1 6, 72 · 100 ± 1% 0,478 ± 0,001 −1 −2, 30 · 101 ± 1% 0,297 ± 0,001
2 9, 75 · 101 ± 1% 0,340 ± 0,001 −2 −2, 58 · 101 ± 1% 0,569 ± 0,001
3 1, 40 · 102 ± 1% 0,443 ± 0,001 −3 −5, 11 · 102 ± 1% 0,269 ± 0,001
4 1, 50 · 102 ± 1% 0,575 ± 0,001 −4 −5, 82 · 102 ± 1% 0,341 ± 0,001
5 2, 34 · 102 ± 1% 0,605 ± 0,001 −5 −5, 86 · 102 ± 1% 0,425 ± 0,001
6 2, 89 · 103 ± 1% 0,275 ± 0,001 −6 −8, 12 · 102 ± 1% 0,449 ± 0,001
7 3, 06 · 103 ± 1% 0,313 ± 0,001 −7 −8, 41 · 102 ± 1% 0,517 ± 0,001
8 3, 06 · 103 ± 1% 0,358 ± 0,001 −8 −9, 03 · 102 ± 1% 0,575 ± 0,001
9 3, 49 · 103 ± 1% 0,383 ± 0,001 −9 −9, 10 · 102 ± 1% 0,645 ± 0,001
10 3, 49 · 103 ± 1% 0,426 ± 0,001 −10 −1, 41 · 103 ± 1% 0,605 ± 0,001
11 3, 51 · 103 ± 1% 0,467 ± 0,001 −11 −1, 69 · 104 ± 1% 0,254 ± 0,001
12 3, 53 · 103 ± 1% 0,509 ± 0,001 −12 −1, 73 · 104 ± 1% 0,275 ± 0,001
Òàáëèöà 1. Îöåíêè ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñëó÷àÿ N = 3,
a1 = a2 = a3 = 1/3, d1 = d3 = −1/2, d2 = 0, β1 = 0, β2 = β3 = 1/2.
Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäàåìîå òåîðåìîé 4.1 óäâîåíèå ïåðèîäà ýòîé óíêöèè ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàññìîòðåííûì â ðàáîòå [3℄ íåâûðîæäåííûì ñëó÷àåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèòåëüíî
íàáëþäàåìûé ýåêò.
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